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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭНЕРГОСИЛОВЫХ ПАРАМЕТРОВ 
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РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ТЕМПЕРАТУР 
 

Дальнейшее развитие технологий и оборудования по производству плоского металло-
проката являющегося одной из наиболее существенных позиций экспорта металлургическо-
го комплекса Украины, неразрывно связано с коренным совершенствованием соответствую-
щих технологий и оборудования. Отмеченное наряду с необходимостью обеспечения макси-
мальной экономии материальных ресурсов свидетельствует о целесообразности развития  
и методов расчета процесса горячей прокатки, в том числе и за счет учета неравномерности 
распределений температур, а, следовательно, и механических свойств, по толщине прокаты-
ваемых относительно толстых листов и полос. В работах представленных ранее [1] не учи-
тывалась неравномерность распределения температуры по толщине проката, что приводит  
к получению неточных результатов при математическом моделировании энергосиловых па-
раметров процесса горячей прокатки относительно толстых листов. С точки зрения матема-
тического моделирования энергосиловых параметров процесса горячей прокатки учет нерав-
номерного распределения температур может быть осуществлен на основе методов верхней 
[2] и нижней [3] оценки путем разбиения по толщине, например, верхней половины очага 
деформации на две составляющие, имеющие температуры соответственно, 1t  и 2t  
(см. рис. 1, а). 

Целью данной работы является учет не монотонности распределения температур по 
толщине прокатываемого толстого листа с помощью методов верхней и нижней оценки. 

Метод верхней оценки заключается в построении полей характеристик в физической 
плоскости (см. рис. 1, а) и в плоскости годографа скоростей (см. рис. 1, б), и в последующем 
количественном анализе суммарной мощности сдвига, а вместе с этим и энергосиловых па-
раметров собственно процесса прокатки. 

Проведя оси X и Y в физической плоскости годографа скоростей, как это показано на 
рис. 1, а определим геометрические координаты особых точек 1, 2, 3: 

 

 0,01 =X ; 2/11 hY = ; LX =2 ; 2/02 hY = ; 0,03 =Y , (1) 
 

где ( )4/2hhRL Δ−Δ=  – длина очага деформации; 

10 , hh  – толщина до и после прокатки;  

10 hhh −=Δ  – абсолютное обжатие; 
R – радиус рабочих валков. 
Здесь следует отметить, что количественная оценка геометрической координаты X 

особой точки 3 в абсолютном 3X  и относительном /LXS 3=  измерениях являются величи-
ной варьируемой исходя из условия минимума мощности сдвига. 

Угловые характеристики 0β  и 1β  будут определены как: 
 

 )/( 311 XYarctg=β ; [ ])/( 3222 XYYarctg −=β . (2) 
 

Проставив угловые характеристики на плоскость годографа скоростей (рис. 1, б), учи-
тывая параллельность следующих линий: 23 и 45, 12 и 05, 13 и 56, а также задавшись мас-
штабным значением исходной скорости, 0V  определим геометрические координаты особых 
точек 4, 6 (см. рис. 1, б): 
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 ;04 VVx =  ;Vy 0,04 = ;/hhVVVx 10016 ==  .0,06 =yV  (3) 
 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Кинематически возможные поля характеристик в физической плоскости (а) 
и плоскости годографа скоростей (б), имеющие место при прокатке относительно толстых 
листов и полос с изменяющейся по их толщине температурой 

 
Геометрические координаты особой точки 5 в свою очередь могут быть определены 

через угловые составляющие 0β  и 1β : 
 

 ( ) ( ) 1560455 tgβVVtgβVVV xxxxy −=−= , (4) 
 

преобразуем данное уравнение: 
 

 .
tgβtgβ

tgβVtgβVV xx
x

10

0416
5 +

+
=  (5) 

 

В результате подстановки формулы (5) в уравнение (4), получим: 
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Определи следующие геометрические параметры: 
 

 00101 βsin2/ ⋅= hL ; 00202 βsin2/ ⋅= hL ;  
 

 11111 βsin2/ ⋅= hL ; 11212 βsin2/ ⋅= hL , (6) 
 

где 01h , 02h , 11h , 12h  – толщина металла каждой составляющей до и после прокатки 
(см. рис. 1, а). 

C учетом известных геометрических координат особых точек в физической плоскости 
(рис. 1, а) и в плоскости годографа (рис 1, б) суммарная мощность сдвига, для каждого эле-
ментарного объема, может быть определена как: 
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 561212561111450202450101 LLKLLKLLKLLKN ccccf ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅= , (7) 
 

где ( ) 2
5y

2
4x5x45 VVVL +−=  – длина отрезка 45 на годографе скоростей (см. рис. 1, б); 

( ) 2
5y

2
5x6x56 VVVL +−=  – длина отрезка 56 на годографе скоростей (см. рис. 1, б);  
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0201  – среднеинтегральное по длине очага деформации зна-

чение сопротивления сдвига, на входе в очаг деформации, для внутренних ( 01cK ) и наруж-
ных составляющих ( 02cK ); 
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0211  – среднеинтегральное по длине очага де-

формации значение сопротивления сдвига, на выходе из очага деформации, для внутренних 
( 11cK ) и наружных составляющих ( 12cK ); 

где 0Δh/hε =  – относительное обжатие; 
ε/LVU ×= 1  – скорость деформации; 

1V  – скорость прокатки; 
cba ,,  – постоянные для каждого отдельного металла или сплава коэффициенты, ха-

рактеризующие степень влияния соответственно скорости деформации, степени деформации 
и температуры. 

Также следует отметить то, что расчет формулы (7) с варьируемой величиной 3X , 
приведет к получению массива данных, а так как любая система стремится к минимуму 
энергии, искомой величиной будет выступать минимальная мощность формоизменения 

minfN . По мере определения minfN  для каждой составляющей верхней половины очага де-
формации, учитывая, что вся активная энергия вводится касательными контактными напря-
жениями со стороны рабочих валков, их среднеинтегральное значение cτ  может быть опре-

делено, как 
αL/V

N
τ

B

f
c cos

min
⋅

= . 

Из условия равновесия всех сил на ось Х величина среднеинтегральных значений 
нормальных контактных напряжений /tgαtτp cc = , где ( )[ ]L/hharctgα 210 −=  – угол наклона 
хорды, аппроксимирующей контактную поверхность рабочего валка к горизонтали  
(см. рис. 1, а). 

Также могут быть определены величина силы ( )tgατpLP/b cc ⋅+=  и момента при 
прокатке LRτM/b c2= . 

Помимо метода верхней оценки, решение поставленной задачи также было произве-
дено на основе метода нижней оценки, заключающегося в построении и последующем коли-
чественном анализе полей характеристик в физической плоскости, соответствующих услови-
ям статического равновесия. 

Используемые в этом случае расчетные схемы полей характеристик в физической 
плоскости XY , рассматриваемых только применительно к верхней половине очага деформа-
ции и отвечающих основным положениям метода полей линий скольжения [4], представлены 
на рис. 2.  

По отношению к нормальным осевым напряжениям 2уσ , действующим в особой точ-
ке 2  рассматриваемого поля характеристик в физической плоскости (см. рис. 2), на основе 
соотношений Мора [5] можно записать: 
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 2301231202122 2sin2sin ϕϕ сГсГу КσКσσ +=+= . (8) 
 

Или в окончательном виде: 
 

 ( ) 01230123202122 42sin42sin сГсГсГу КσπКσΔπКσσ +=⋅+=++= ϕ , (9) 
 

где 43412 π== ϕϕ  – углы подхода соответствующих характеристик к горизонталь-
ным плоскостям; 

23122 ϕϕϕ −=Δ  – угол поворота характеристики 123  в особой точке 2 , принад-
лежащей плоскости сопряжения различных составляющих. 

 

 
 

Рис. 2. Расчетная схема поля характеристик в физической плоскости применительно 
к математическому моделированию на основе метода нижней оценки  

 
С другой стороны, гидростатические напряжения 12Гσ  и 23Гσ , действующие в рам-

ках соответствующих характеристик, связаны между собой функционально соотношением 
Генки [5]: 

 

 2022312 2 ϕΔКσσ сГГ += . (10) 
 

И, наконец, рассмотрев условие статического равновесия задней внешней зоны при 
проектировании всех сил на ось X  (см. рис. 2), получим: 

 

 022 2301012312020212123 =−+−= LКhσLK/hσΣF сГcГx , (11) 
 

где 201h , 202 /h  – исходные геометрические параметры прокатываемой полосы, яв-
ляющиеся одновременно проекциями характеристик 23 и 12  на вертикальную плоскость, то 
есть, на ось Y ; 

( ) 22 01230123 htghL == ϕ , ( )20212 42 ϕΔπtghL +=  – проекции тех же характери-
стик на горизонтальную плоскость, то есть на ось X . 

В результате подстановки выражения (10), уравнение (9) после соответствующих ма-
тематических преобразований сводится к виду: 

 

 ( )[ ] 0242sin2 012202 =−++ сс КΔπΔК ϕϕ , (12) 
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где непосредственное определение искомого значения 2ϕΔ  в зависимости от извест-
ных значений 01сК  и 02сК  производили итерационно на основе численного метода целена-
правленного перебора вариантов. 

С учетом же подстановки выражения (10) и известного значения 2ϕΔ  в условие (11) ве-
личина гидростатического напряжения 23Гσ  в окончательном виде может быть определена как: 

 

 ( )[ ] ( )222422 00220220202010123 h/hΔКΔπtghKhKσ сccГ ϕϕ −++= . (13) 
 

Аналогичные решения могут быть выполнены и по отношению к характеристике 345  
(см. рис. 2), при этом по аналогии с (12) и (13), получим: 

 

 ( )[ ] 042sin2 114412 =−++ сс КΔπΔК ϕϕ ;  
 

 ( )[ ] ( )222422 11241241212111134 h/hΔКΔπtghKhKσ сccГ ϕϕ −++= , (14) 
 

что свидетельствует о строгом количественном соответствии 24 ϕϕ ΔΔ =  и 2334 ГГ σσ = . 
С учетом известных значений 2ϕΔ  и 23Гσ  согласно (10) могут быть определены  

и гидростатические напряжения 12Гσ , а вместе с этим и энергосиловые параметры рассмат-
риваемого процесса. В частности, нормальные ср  и касательные сτ  контактные напряжения, 
а вместе с ними и интегральные, приведенные к единице ширины, значения силы BР  и мо-
мента BM  прокатки в этом случае составят: 

 

 ( ) ( )αΔπΔКσασр сГГс −+++=−+= 2202231212 42sin22sin ϕϕϕ ; (15) 
 

 tgαрτ сс = ; (16) 
 

 ( )LtgατpBP cc += ; (17) 
 

 αRLτBM c cos2= . (18) 
 

Здесь следует указать на то, что эти же значения угловой характеристики 2ϕΔ  и гид-
ростатического напряжения 23Гσ  могут быть использованы для определения и нормальных 
осевых напряжений 1уσ , 1хσ , 2уσ , 2хσ : 

 

 01232301231 2sin сГсГу КσКσσ +=+= ϕ ;  
 

 01232301231 2sin сГсГх КσКσσ −=−= ϕ ; (19) 
 

 ( )202202231202122 42sin22sin ϕϕϕ ΔπКΔКσКσσ ссГсГу +++=+= ;  
 

 ( )22202231202122 42sin22sin ϕϕϕ ΔπКΔКσКσσ ссГсГх +−+=−= , (20) 
 

а полученные в этом случае количественные оценки данных напряжений могут быть исполь-
зованы при дальнейших расчетах. 

В качестве численной реализации представленных методик, задавшись начальными 
данными, определим значение силы прокатки, приведенное к единицы ширины в зависимо-

сти от отношения 
221

21
)/t(t

ttΔt/tср +
−

=  (рис. 3). 

Из графика видно, что метод верхней оценки дает завышенные значения силы прокат-
ки, но применение того или иного метода весьма обосновано для конкретного случая. Также 
по графику представленному на рис. 3, можно судить о изменении силы прокатки в зависи-
мости от разности температур в средних и наружных сечениях прокатываемого металла. 
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Рис. 3. График зависимости силы прокатки от величины ср/ ttΔ : 
(        ) на основе метода верхней оценки; (-------) на основе метода нижней оценки 

(h0  = 100 мм; ε = 0,2; R = 500 мм; V = 3 м/с; сталь 3кп; t1 = 900…1000 ºC; t2 = 900…800 ºC) 
 

 
ВЫВОДЫ 

На основе метода верхней оценки в его численной интерпретации, заключающейся  
в автоматизированном построении и последующем анализе кинематически возможных полей 
характеристик в физической плоскости и плоскости годографа скоростей, соответствующих 
минимуму суммарной мощности внутренних сил, уточнены и расширены в объеме предос-
тавляемой информации математические модели, учитывающие неоднородность механиче-
ских свойств по толщине подката. Аналогичная задача решена с использованием метода 
нижней оценки, заключающегося в численном построении и последующем анализе полей 
характеристик в физической плоскости, соответствующих условиям статического равнове-
сия. Основными отличительными особенностями полученных в этом случае математических 
моделей являются расчет энергосиловых параметров и результирующих геометрических ха-
рактеристик с учетом реального характера распределений механических свойств по длине  
и высоте очага деформации.  
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